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1. Sejaf : B — R a funcio definida por 3. Determine e classifique os pontos de estacionaridade da funcdo [ : B — & dada por

fley) = —y+y* + 2% — 2L,

E

>
£ ) )
flay) = {;J_—_yu_ se (r,y) # (0,0)

0 se (. y) = (0,0) 4. Considere a regido D C B

O o ST TR S R A
(a) Mostre que [ é continua na origem. D={(zyz) R :z2 yatdyhata+y <2020}
(b) Calcule Wf(0,0) e a derivada de f na origem segundo o vector v = (1,2). O que a) Escreva uma expressio para o volume de D da forma [([( [ dr)dy)dz e da forma
pode concluir acerca da diferenciabilidade de f na origem? JiJ ([ dz)dy)de.

b) Usande uma mudanca de coordenadas apropriada calcule o volume de D).

‘{} Q) ﬂ - Iyl x* WW Y154 = ~yx2s oV a2y, 2
) iy RV h 0\\"0/(“;7)" 327 ry? 3 WH 3 Vol(ar,y):(gu-w’,—hzﬂ sz—qxﬁ: =3 {x PVae el va 3
b 21 <y dapze el T
e f 2 I
o ey 1) B )
[foy)l oyt " l: i (9, 1) Wi
(% ;—°° /I NN 2
1Z i P Ta'ﬂ‘ 2 1[(012’/’]:_}‘r “ é(-z)z%o _?’g 54"""
Hl0o)- - ) - Z -5 (A
) (“’?/ o Adad) =5 ar FCRIES N £ e
J -
— (OJOJ :/{% ‘(OJ%)//{'?.O - 2
o 1 V1-x 2% 2
2. Seja g: B2 — B? uma funcio de classe C'! tal que ('
01 04 0/ J
Dg(1,—-1)= |2 0 X
; |:1J :J t } y
e seja h(x,y) = (cos(x + y*), xy). Calcule D{go h)(—1,1). J
—_ 2
"oy = O —\/70 J X+
Dn/(7’ "D g —
D(@oh)(—', ) = D?(f"("ﬂ)) - P (1)
¢ -1l
ElE
ol ° ~ -
03 3 jj
m
e
b e 25 Jod J
4 -
2 291 JT’ YT)j
223 Z<2-¢* 7%’( =
XE T Gon() MEW U] o T ¢
J
Y= (o) 7 -
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5. Considere o conjunto

V=A(zyz2)e®B iz+y+2<2;0<x<1;y>0;z>0}
(a) Escreva expressbes para o volume de 17 em termos de integrais iterados das duas
formas seguintes: [( [([dz)dy)dx ;  [([([ dr)dy)d=.
(b) Calcule o volume de V.
riytz<n
0 <x <A1
Yro
Z2°
'y
22
1-2 )
{ 24 1 g g /
10‘-‘( aky( Zr
ol o
O o O 1-2

1. Considere a funcao

t
(12 4+ y2)2

.

_ 72y
LT T y) # (0.0
flz,y) = { J se (r,y) # (0,0)

Determine o valor de a para que f seja continua na origem

y
RS 5¢ - K

(7o)

oK | &(%W' =54 7Y

(Y
Gr YL

L @(x)\{\: 5

x 42909

Ly

}ozSDCl 'l
Ly -5

{ a2y

se (x,y) = (0,0).

2=

E‘Hﬂ{-f]

2
2(>2) - x(20) < ()

—_—

2

S S g 1ol i fwx DXk g
oot

2
J 2~I~70A\{ EL_’Z‘I f gz/{lll
1

3
© 2 x
[jac—x+f-

NG

RE? — R? definida por g(z,y) = (zy, z°

0 (o]

~. ! LR
2°+ L =7
) Ve

+ %) e a funcio

2. Considere a funcao g :
f:R* = RB? declasse C''. e tal que f(1.1.1)=(1.2) e
1 0 1
Df(l1.1,1) = [“ ) l] .
: - o1 1.
Calcule a derivada da funcao go f no ponto (1.1, 1). segundo o vector v = (—. ). —=).
V2 V2

2 plaol) =vah)ep
9of) =2y )of 27{} 1

- a1,
D@/é(a)) 243 Yo,
e 28 %’ %)

teste preparacao Page 2



3. Determine e classifique os pontos criticos do campo escalar dado por

3

flx,y, z) = 322 4 Ev’ir'y k 2y A ;{.f‘ 2z.
Vé (&)%Z> - (gaffg\ﬁf/lﬂ A1y )ZZZ”Z> ot 100 = Y x {6
: \VQ\
/ ~) - QJ_/“%D(:D: L= =
g2 + 23y =0 ) 6 ¢ 212(202) 2 9(3) f:j DY‘:Q ) ot 4
QA pyz o0 3P ( pe-nbx Sor e Yo~ 100 t 20 S 70
2:7\/2:—]
9222/2_:0
BYREAY I
5 6 202 0 (6/)(%ﬁ%
2 Y %(@ 0,1 == ., .1 22 _ L
(o,) oo n=2 52" oIS rn=] SN R
‘2 .
(Q/O/~?> ’J{O>< <) +{e =o
6 - )
t: D%&J(ﬂ/’yq
HR o x=y
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4. Calcule o trabalho do campo vectorial - u( ] m= %
‘ ‘T) 5 6:m - gs 6 p g&

21 2 2x + 2
F(z,y) '(‘ - T : - — 4 3 4 y/) R
(x4 1)+ y* (x4 1)% + ¢y S

ao longo da circunferéncia de raio igual a dois e centro na origem de R? e no sentido

; »
RJ(6J J_{j _)_6_9 = . ~ L-2xX>-X

SFJ? ﬂlﬂ) = (2Go(8) )2.0in(6))

2
F(xy) = [ 2L ﬂ71)1(¥’,13+v): 3N-42=287 i
L @iy ! (et Py | }! -y W &s- /x

b o e

4T
1

")
J‘ (-3 an(8), §on '0) + 2 50) ) 4 (-20m(0) 2 G2(8))

Jf(g) -9 - ) , | "
l"' (0/22""171) § ‘»:_S@(‘ﬂs) '9’51. 56(@4) "’")}1 2
9§

46 cin (6) 410 0" (®) * 1 6] Goc6) ) 16 e2m < 327
(o]

o(](&):( L ;J?Co'o(b))\B aim(6) ) R

o - V4

9(6)=(0, ca8) )

5. Considere a superficie
S={(z,y,2) eR*: 1+2* =y +22;0<z <2}

orientada com a normal v que no ponto (1,0, /2) tem terceira componente positiva.

a) Calcule o fluxo do campo vectorial F(x,y, z) = (x,y, —=z) através de S no sentido da
normal v, usando o teorema da divergéncia.
alcule o fluxo do campo vectorial G(x,y, z) = (—z., —y, 2z) através de S no sentido am - —_
” Salnolrmalﬂp. us(:mdo opteorer;a d(le (Swt{ok:s. - e o h 7 0 \)-5 [)Om(b] 2\,3 %(6)) ] (D, ‘-II}"\(O)\,-S [“D (0) %) -- ’0“
) Calcule o fluxo do rotacional do campo H(r,y.z) = (—y,x,z) através de S no ( ) . | - (o ) ‘l 2 ! l
sentido da normal v. 98 3’3
0
0
5) 2.2, 2 A7
4x°2y7+2 R _ 7.2
Yue’_—f‘ ocx \&\TJ C) }\J(I—')“"‘-’ IIJ ~0+t9 l,l \Ofllf/;)— (’\'( { )
4 2_ ri : [1 J&
tx°: « * ‘ 2T \T % G )
g | e 2, ) 10, B0
¢) S Fron +S Fem:= SJAVF“’ "” S(’l"fi’) 1,09\ (x 977) - 6,0,9) S (0(5) 6‘) b
Q
1t lr" °
g e R B e " )
oo o oo © 8 0 -2% ) *Q,d‘m(e)@do) 60
Mu
#Jtdnulr AM‘ o
Nde (3 iy |
2 > 3 92 m 4 °N
f - X L g f. = L) N _ -
aTI’J Qfdz:an’gf)—(’ -'Il):;*‘ ]ps-ﬁi 317 g\fl(t‘))“f)‘a$§('C“’mﬁ\“m(‘n'(“)"ﬁ\““)g“‘wh — \q\n@\(h(@\_o
2 . b )
\) Q
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6. Calcule, em coordenadas cilindricas, o momento de inércia relativo ao eixo (Jz do solido

V={(lz.y.2) e : 2+’ <1;0 <z < 142"+ y > 0},

cuja densidade de massa é constante e igual a um.

2yl Fp= vyt relon]
o<z <oty 0<2<lre® 26 L0140 ]
o Y50 6€ [T Ak 3
! f J t (990°7J(0
S AL o o 1
{- 02
’ {
T gf”(ml) o((
3

var [ =%
é(ﬁjq) = Pan(¥,1) é(“\‘”—"z

a“’i{('r‘\’):f
Bllx L(x,ﬂlxo\y
{ gz )
1)«8 SKAYAI
1 I
o 'JLﬁl‘z %}

- =>

1. Considere o conjunto
L={(r,y,z) eR*:e"+e¥ +2=3;x—24+1=0}
(a) Mostre que L é uma variedade e indique a sua dimenséo.

(b) Mostre que L é o grifico de uma funcio f(y) = (x(y), z(y)), de classe C!, numa
vizinhanga do ponto (0,0, 1) e calcule x'(0).

) 9(1)'.(9(.)1"(61'.)(')) )D(M) Dfm{

’I"” ) 41 + ) )
h [a TUPRNES PR
feo) -
74C9) =

A
Jig e 2

/ 7;(\/)f"74(V)

?lf; (1) = 74’1 ¢l

9,(Y)
£ " et 9;(4)30

SRINOE
| -
93(.,)- 72(2)—0

2. Determine o vector de B? cujo comprimento é igual a 3 e cuja soma das componentes é a
maior possivel.

U>
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| a recta normal a superficie nesse

3. Determine um ponto da superficie = = 2 — xy para o qual a r

ponto passa ha origem.

V)= (=4, 25¢9) (109 x4(01,50  oe R

% :[g 71 (8,9 (046) =5 a-yezo
-r -

(9,1, )@, byt) -0 k-cxzo

(y)x) ER
/ (0:0:°)'-(V/xl”)( 1(y,3) 0 :7* tac ):-‘!y-'. xzy
2=2=xy OzaMy ) AsY
0:-X+2 25
Z=2-xy 2°2-1

A x4+ y") + Vi(x,y) onde 4 lr UJ =

4. Considere o campo vectorial Glr.y) = (—y + 1
IP Calcule o trabalho de (7 ao longo da fronteira do quadrado {(x,y) € B-

cos | = T
1} percorrida no sentido anti-horario.

1: |y =
g("”):("/u’st) g () jvsv:o
91(” (-1)  Fe[-41] Ty 9,

47") "é["’/?j 7 ()

e (#) = (-14) 9
g, (H=(31) kel o |

9,4(*) ~(+,1) Fel1,-1] . |
HJJOW H(% (1,9) aU 3 141 (U 2 H(%)DU'Q)J':JJ] thoq
A }\7[5

“70'91:} fg.) (°|” ) & WE g -

Jg(%) -+ (9,1) :f,qﬂcﬁ_-o

iy _
| / 4

1 L

J | (1) I dy :_(J voly = 4

-l -l
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5. Sejam F(x,y.z) = (r,y, 2 + 1),
y 3 2 2
_"J—{[.r__r;_:]E_ﬂ tz=1—2 —_e,r:_r,l.“.‘n[]::.‘:n[]}
e seja n = (ny,no.ng) a normal a S, unitaria, tal que ng > 0.
(a) Calcule a drea de 5. C)

(b) Calcule o fluxo [ F - n pela definicio.

(c) Calcule o fluxe [[, " -n usando o Teorema da Divergéncia.

2:4-2yt M Kyt g

Yo 2:1-1" ec [ 1] fs):'“"LJ‘VF ‘54 Fim
230 x = [ Go(ol € o
Y * Can(o) re L)1)
9(6,%)- (tcas) tani) 47 0 0, e

D) .
Dﬂ(o,f): T"/m‘m(a) C(e) l(ﬁ- Xa-f“:” -Yam@) ta&m@y o |, .
o) Vm(e)

Cm®)  oimgp) Y

[ © =af
1\‘j c’uiol{:}’ (5™ (arCa(s)) + (-aruns)) + (1) Ve < g duts
0 . 4
T ; | 3 .
F) J)({%(”’fdmm’l\{1)'(’ll"zf:w(o)l-lfzn/‘m(o),‘f):S -1t~ (2 -t)f’o\f:‘n( 21 - o T
O o o ® 1 0
Ty -8 1(1 {7]
3y _ ¢ _C . 11y -
C) KJW F- LF’“ 1 57:"' 35 -3 83] fa!?JfJo 23T Sf‘{‘h‘q'—r 29 - 37)-(;‘.])
¢ 5 09 Q
9
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Zyer~l 4t =3
r? + 3 = cos?(Zt) + 1.

a) Mostre que este siste inhanga do pon ta, To. o) 2,1,1), as
jaridveis T e y como fu ;md d sse

tema define, numa

vanaveis
b) Calcule &

0) u(fxy)= 2ye! s 1-3
v(fay) = XHY- & (TH 1

b {(M,v) = { 0
ﬁ(m(}rf) flﬁ'm‘f}) 2

(4)-1
.l"{(i)-Cy 423

fd) - 2 (T
e ) = (7)1

2
2) =Y+ 2

*+yt422=1
y =

3. Determine o valor minimo da fungdo f(z,y,

2
a2 +Y2+2 -lze
y-x>o

(7 7,22) - A(3%,27, 391§ (4, 19)
(\Eﬁ,o) G !
2 2 62 5.2 2
B o) AR
_E W% oVl
( 2 ) 2 f 'g., ’2

2y

ayerae™

2. Considere o conjunto

M ={(z,y,2) 0}.

a) Mostre que M é uma variedade e determine a respectiva dimensdo.

b) Determine um vector normal a M no ponto {é L LE]I
2y

eER: 2+l +22=1;2=y; 2>

d) xa-rvﬁzz:l }fL-\ Y2122~I‘—0 b‘ .'UC .'ly 22 G A
=y X NY=9 0
250
+ - im M=1
1",' o lOﬂ}’J'TFl“’A. A)
[ x=x () (Ux 0,220y (2,0, 2)
> [0o3a Kr: (1) '
ot
>y ('1°;°)+(0,0, “3) = (‘(0, ~2)
IEL

J.V(g).y’(f)va( P Fay'd) e g0

1)
g x($).203) +2 4 v (A = el TH)on(3)

-\
-]

12'@)+av'e) -9

)
| av'@+ave) - Vers - 5
f):-

) < :

no conjunto definido por

2_
22yl z-1z0 axteztaze ) axiez - i
Y-x=o0 x=20X=§ xs2¥X 2 xox
yoanx-§  of XIarwdo ) 222 =
x:l)y+$ 222 )°.i
2:=A2
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Mostre que a equacgio y® + 22y* + yz = 1 define y como funcio de = e 2, de classe €', em
iy h

alguma vizinhanca do ponto ((), 1. 0) e caleule as derivadas ,—J[U_U) = TJ[[]_ 0).
dr iz

2. Mostre que o conjunto M = {(z,y, z) € B* : y" + 2ry* + yz = 1} é uma variedade, indicando
a respectiva dimensao, e determine nma base do espago tangente a M no ponto (0, 1,0).

) Naﬂ A(x,‘f,é) -yl +J.ny31'1£-l

X Y 2
b} l:l‘/3 57"+ 6y™ 4 2 y:[ 5

X y 2

[2

Y 5272 v 20P% P2

(O/ ll\))

2) /(’57/2); 75+)zy3+‘/2~/ DOZ:Z)\/3 Sy 't exydy 3]
(ax O

["90 Vak - 2 2 35

(0 ) (12

3. Determine o minimo da funcio f : B*
~ 7 2
pelas equagoes ° + " =1, y+z =1

4. Sejam F: B2 5 RB?e G : B2\ {(~1,-1)} — B? os campos vetoriais dados por

F(z,y) = (3242, 227 + y),

) . y+1 r+1
Gz, y) = - - -, —= - — | .
v ([ g R YIRS e P ey e 112)

Determine, justificando, se os seguintes campos vetoriais sao conservativos:
a) Flr.y)
b) Gz, y) - Flz.y)

3 Ilfzﬂl
Ytez=|

(0,',0)= ) ax,0,22) 4 )2(0l V)

),3OVZIZO
I:Xa
Ozk2z4|

I <2

*=p Ao M
/Zzl V2= / é
y=ovy-2

/1:0\/7:0 l

.

3yt~ cf): x3y?4 & (Y)
X

2
- Y
K(yl= L1

2y f eocheny oy
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+ B definida por f(r,y.z) = y no conjunto dado

2/,

(0,9,1)
(o, -2 )



5. Considere a superficie S = {(z,y,2) eR¥:2=1~ /22 + 2, a<z<1l},emquea€Re
0 < a < 1. Parametrize S e calcule a respectiva area em fungao de a.

Dot = (@ - ang)

6. Seja F : R* — R* um campo vetorial de classe C! tal que F(z,y,0) = (3y, =3z, sen(z? +3?)) 7 m) { 0)

eseja P = {(z,y,2) e R*: 2% 4 Vy¥+22=2:> 0}. Calcule o fluxo rot F-n, onde n ¢
uma normal unitaria a P tal que ng > 0 o ‘l 0
5) ket )(60)=(%on Lo, oY) 11008 xDog 1/ =

y
2:0-T Ti 70,']:”0-‘ -\; G:" :‘;:/ :(‘(COD(@\) ‘(’m\n(b),f ]

0 « <t & 6
2 L]
ﬂr':iﬂ - T 2 \]{Jw"

5‘) de( Flm= fp F &t

2T
JF(\J'imw),ﬁ amfe) 9 )+ (-T20/mie) V2 Go(8) o)
0

_ 7. Considere a superficie 6[
- h) - .
(380 #m®), 32 &x00), 7 ) +(~\B g . o 01 0 - () B L0
S={(z,y.2)eR :y+2"=10<1 <2} \7¢,? f\‘_ IV( RJF)
) — -
~
mn e o campo vetorial F : R* = B? dado por F(r.y, z) = (2? — z,sen(z?) — 2zy, cos(z?) + 2). ?
S 3. ,1)77- Calcule o fluxo £ F - n, onde n é uma normal unitaria a § tal que n(1,1,0) = (0, 1,0). V4 U
o 8. Seja V < B* um dominio regular, ¢ : B* — E um campo escalar de classe C' e F : B* — R?

um campo vectorial de classe C' que se anula em dV. Mostre que se tem

[ Va-rot FF=I.
o 1

y ¢Rcd\):°(h:o
)

7. f S S Fen = WP s (T mij
, F ‘con 'm < =2 ° = F'mu* - To(h ~}\
SF M + ; b )T ; js 7;4 . %

J,'VF: dE-1-Lx +1 >0
A0 A=2

_J Fe(loo) -0 l\/wl(B}: L0z

A
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1. Indigue qual dos conjuntos estd representado na figura: 4{
Z-: 4. Sejav=(1,3) e g: B* = R de classe C? tal que D,g(2,1) = 4. Seja v: B — R? de classe

CY tal que ~4(0) = (2,1) e 4'(0) = (1, 3). Caleule, justificando, (g o~)(0).

A={(z,y,z) e B*: r; =z<1} . J) 5. Considere a funcéo h : B2 — B definida por h(z,y) = 2% + 3* —dy — 2¢ — 1.
B={(z cB:1” =z<1 . .

{(z.y.2) € 3 He } a) Determine os pontos criticos de h e classifique-os.
C Z)ER Pryt=z<1

= {(z,y, by } ! G,aa_ b} Mostre que h tem um extremo absoluto.

X:=9 1) /903)’@) = Da(a'(o)) °d ‘(9):

]
+ 11
= Tis
e

- . . ~ . . y i
2. Caleule ou mostre que o limite seguinte nao existe:  lim  cos
(z.y)—(0,0) T

3. Considere a fungao f: R* — R definida por f(z,y) = (zy)"/". UM » (8) — { D
Calcule as derivadas parciais (Ij—'f(l}. 0) e (;—'jr[[]. (). Sera que a funcao [ ¢ diferencidvel na 1-x 9 (Jl 1) ° (4[ 5)
dx dy

origem? ‘x - l ('ao('“’) > -\

3) /J

dx L
-t S

:L’//

5) D’(\— Ex'l &y -Y J/.,'lx-).:g 63)&“’

x ay-yzo | Y32

W\

ly

(12) hr2)= 114-3-2 - =6
(d-‘}v) = J (0"7‘/0) - {’,9 . H |2 o eh&?«‘hv‘ U,J) 1 (nimjoro

h Jo 2

4 - b R b e oo gofy‘" t d an 0w lay
(l,l)d{,v*'\
A

SN
=3
~
=
>
+
O
N
>
UTI—-
S—
ke
M NS
A
= )
Vlw
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[2.0] 6. Calcule [[, f em que f:R* — R é dada por f(z.y) = (z

A={(z,y) eR?: (x

1%+ (y

usando uma mudanga de varidveis adequada.

7. Considere o conjunto V = {(r,y.2z) e B*: 0 <y < v < 1;1° <

1)y

1)e 8.

17 <1l;1<y<x}

z < 1}. Escreva uma X)

expressao para o volume de V' em termos de integrais iterados da forma:

[1.0] a) [([([dz)dx)dy:
[2.0] by [([([ dy)dz)d=.

)+ (Y~)'= P

(oc4) = (x (6) Y’ELOJ]

(y-)= Poinie) pg [0,
)T

L
j { tn@1in@) - ¥ ds dy

)
1
1
3 et | _ L
! X{ Ar:-q Y 16
y Y

=\
ﬁﬂ

. Seja f: R®

Considere o triangulo plano T definido pelos pontos (0, 0}, (1,2), (0,3). Calcule o volume do
solido de revolugao que resulta da rotagao de 180° do triangulo T' em torno da sua aresta

[(0,0),(0,3)].

» B uma fungao de classe C! tal que f(0) = 0. Mostre que existem fungoes

g :R" = R, 1=12...n tais que f(r) =37 rigi(r), em que z = (11, x5, ...13,).

2= va®) 0€600M)]
Y=Y vim(@)

2=t
s

T\—A‘)’-f

S H fo%o‘fo'o:

0 ogy

2:3 -

2:=27
N
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